
多様体の基本亜群と普遍被覆のファイバー積の幾何学的関係

はじめに
本稿では、多様体上の基本亜群がどのような幾何学的・微分幾何学的構造を持つか、そしてそれが普遍被覆空間のファイバー積と
どのような関係にあるのかについて解説します。本稿は自己完結的 (self-contained) となるように、基本概念の定義を振り返り
ながら証明を省略することなく丁寧に議論を進めます。

位相的な前提として、本稿では滑らかで連結な多様体を扱います。したがって、一般位相空間論で現れるような 超不連結
(extremally disconnected) な空間や、Z超フィルター (Z-ultrafilter) が関わるような病的な対象を考慮する必要はありませ
ん。位相空間における開かつ閉な部分集合 (clopen な集合) は、連結成分の和集合として完全に理解できます。たとえば部分集合

 を考えたとき、  かつ  が clopen であり、さらに全体空間  が連結であれば、  となります。

1. 基礎概念の定義

定義 1 (亜群 / groupoid)

対象の集合  と射の集合 、および以下の構造写像からなる圏を亜群 (groupoid) と呼ぶ。

始点写像 (source map)  と終点写像 (target map) 

単位射を割り当てる対象包含写像 

逆射を与える写像 

射の合成  (ここで )

すべての射が可逆であるという性質を持つ。

定義 2 (Lie亜群 / Lie groupoid)

亜群  と対象の空間  がともに滑らかな多様体であり、すべての構造写像  が滑らかな写像 (smooth map) とな
っているものを Lie亜群 (Lie groupoid) と呼ぶ。さらに、始点写像  は沈め込み (submersion) であることが要求される。

定義 3 (基本亜群 / fundamental groupoid)

位相空間  を対象の空間とし、  上の2点を結ぶ道のホモトピー類全体を射の空間とする亜群を基本亜群 (fundamental

groupoid) と呼び、  と表す。

例 (単連結空間の基本亜群)

 が単連結 (simply connected) な位相空間であるとする。このとき、  内の任意の2点  を結ぶ道は、ホモトピー同
値を除いてただ1つ存在する。したがって、この場合の基本亜群  は、  を射の空間とするペアの亜群 (pair

groupoid) と自然に同型となる。

2. 基本亜群の多様体構造とLie亜群への昇格

命題 1.  が  次元の連結な可微分多様体であるとき、その基本亜群  は  次元のLie亜群となる。

証明.

A ⊂ X A ≠ ∅ A X A = X
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 は連結な多様体であるため、局所単連結かつ半局所単連結である。したがって、普遍被覆空間 (universal covering space)

を持ち、それを  とする。  は単連結な  次元多様体である。

ここで、直積空間  を考える。これは  が  次元であることから、  次元の滑らかな多様体である。

基本群  は被覆変換群として  に自由に (freely) かつ固有不連続 (properly discontinuously) に作用する。この作用を
用いて、  を直積空間  に対して対角的に作用させる。すなわち、  と  に対して、

と定める。

この対角作用もまた自由かつ固有不連続な滑らかな作用であるため、その商空間

は自然に  次元の滑らかな多様体となる。

次に、写像  を構成する。ペア  を取る。  は単連結であるため、  から 

 へ向かう道のホモトピー類  が一意に存在する。この道  を射影写像  で下へ落とした  上の道  を考える。この道の
ホモトピー類  は、始点  から終点  への  の射を定める。

この対応  が基本群の作用に関して不変であるかを確認する。任意の  による変換  から 

への道は、  となるが、これを  で射影すると  となる (被覆変換の定義より)。ゆえに、写像  は
well-defined である。

また、任意の  上の道のホモトピー類  について、  への道の持ち上げ定理 (path lifting theorem) を適用する
ことで、その持ち上げ  が存在し、対応する終点と始点のペアが  内に見つかるため、  は全射である。普遍被覆の性質
により単射性も保証されるため、  は全単射である。

この全単射  を通じて、  に  次元多様体  の滑らかな構造を導入できる。対象の空間  (  次元) に対して、始点写
像  や終点写像 、道の結合による合成写像などは、すべて滑らかな写像となり、  は沈め込
みの条件を満たす。したがって、  は Lie亜群である。
(証明終)

3. 普遍被覆のファイバー積と基本亜群の関係

直観的な注意
基本亜群  と、普遍被覆によるファイバー積  は、一見すると Morita同値 (Morita equivalent) であるか
のように誤解されることがあります。しかし、これらは頂点群 (各対象から自身への射の成す群) が異なるため、Morita同値には
なりません。ファイバー積は、幾何学的には基本亜群のループ（閉道）からなる部分空間を普遍被覆上に引き戻したものとして現
れます。以下にその厳密な関係を証明します。

定義 4 (等方亜群 / isotropy groupoid)

亜群  に対して、始点と終点が等しい射全体からなる部分空間

を等方亜群 (isotropy groupoid) と呼ぶ。  の場合、  は各点  における基本群  の非交和
(disjoint union)  となる。

X

p : ~
X → X

~
X n

~
X × ~

X
~

X n 2n

π1(X) ~
X

π1(X) ~
X × ~

X γ ∈ π1(X) (~x, ~y) ∈ ~
X × ~

X

γ ⋅ (~x, ~y) = (γ ⋅ ~x, γ ⋅ ~y)

G = ( ~
X × ~

X)/π1(X)

2n

Φ : ( ~
X × ~

X)/π1(X) → Π1(X) (~x, ~y) ∈ ~
X × ~

X
~

X ~x
~y ~α ~α p X p ∘ ~α

[p ∘ ~α] p(~x) p(~y) Π1(X)

(~x, ~y) ↦ [p ∘ ~α] γ ∈ π1(X) γ ⋅ ~x γ ⋅ ~y
γ ∘ ~α p p ∘ (γ ∘ ~α) = p ∘ ~α Φ

X [α] ∈ Π1(X) ~
X

~α ~
X × ~

X Φ
Φ

Φ Π1(X) 2n G X n

s : Π1(X) → X t : Π1(X) → X s

Π1(X)

G = Π1(X) ~
X ×X

~
X

G ⇉ X

I(G) = {g ∈ G ∣ s(g) = t(g)}

G = Π1(X) I(G) x ∈ X π1(X, x)
∐x∈X π1(X, x)



命題 2. 普遍被覆  によるファイバー積  は、商写像  による等方亜群 

の逆像  に一致する。さらに、同型

が成り立つ。

証明.

命題 1 の証明で構成した同型により、基本亜群は商空間の形  で与えられる。ここでの商写像を 

 とする。

直積空間内の任意の要素  について、その  による像  の始点と終点はそれぞれ以下のよう
に計算される。

さて、像  が等方亜群  に属するための必要十分条件は、その始点と終点が一致することである。すなわち、

が成り立つ。

ここで、右辺の条件  を満たす  の集合とは、まさに写像  に対するファイバー積の定義そのものである。

したがって、等方亜群の逆像はファイバー積に完全に一致する。

次に、基本群  の対角作用を考える。ファイバー積  は直積空間  の -不変な部分空間である。な
ぜなら、任意の  について  であり、等式  は作用の下でも保たれるからである。

したがって、商写像  の定義域を部分空間  に制限して得られる誘導写像は全射となる。作用で割ることで、以下の自
然な同相および代数的な同型が得られる。

なお、  であったため、ファイバー積の商空間は、まさに多様体  の各点における基本群をすべ
て束ねたバンドル (群束) に他ならない。
(証明終)
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